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技術的代替および補完について
義堀 江
1． はじめに
本論の目的は，生産における技術的代替および補完の定義を私なりに試みる
ことにある。
よく知られているように，消費者行動の理論の中での代替財・補完財の定義
はJ.R.ヒックス([4])によって明確な形で示されている。そこに於て重要
な1点は， 「所得効果」と「代替効果」とを峻別することであった。
ところで，同じヒックスは技術的代替．補完の定義をする際に， 「所得効果
に類するものは，全く存在しない」([4]p.90,訳書p.126)ことを強調してい
る。この考え方は今日に於ても広く承認されているように思われる')。
しかるに， ヒックスの定義の仕方は， 2つの点で私には不満が残る。すなわ
ち，
(i)生産要素間の代替を示す指標としては「代替の弾力性」という概念があ
るが， これとヒックスの定義との関連が暖昧である。
(ii)消費者行動の理論との対応で考えるなら，「所得効果」に当るべきもの
は生産理論の中にも見つけることができる。このことは，後の第7節に示され
る通常の「等産出量曲線」を用いて簡単に表わせる。
1）今井賢一他「価格理論I」岩波書店，1971年，134頁およびMalinvaud,E.,LeCons
deTh6orieMicro6conomique,1978(林敏彦訳「ミクロ経理論講義」創文社,1981
年）の訳書， 81頁などを参照。 ゞ
1
關西大學『經濟論集』第33巻第2号130
2． 記号および仮定
本論における分析は，ある1産業の1個別企業の主体的均衡に関わる事柄に
限定される。
(A1)この企業は， 〃個の生産投入要素をそれぞれ〃§単位用いて1つの
生産物をン単位生産しうるとする2)。すなわち，この企業の生産関数は
(1)y=八苑);"=("j),/EJV
であるものとする。ただし，〃は1から〃までの自然数の集合を示す。
(A2)a刀砒i=JI(>0),fM=(J/I)=a/yx,6W6"i6"j=ん,F,=(ん）と
おく。ただし',‘ノE"であり,Fは行列を表わす。
(A3)各生産要素ノの価格を”j，生産物の価格を，とする。このとき，
この企業の総費用Cは
(2) C=〃苑十α；αは正の定数,"==(z(ﾉi)
で示される。
(A4)生産物市場および生産要素市場は共に完全競争にあるものとする。
このとき， この企業の利潤Rは次式で示される。
(3)R=勿一C
その他，本論では多くの記号が用いられるが，それらについてはその都度説
明することとする。
3． 条件付き極値問題
我々が取り上げるテーマは，数学的にはいわゆる「条件付き極値問題」であ
るから， ここであらかじめこの問題の解法を簡単に整理しておく方が便利であ
る。なお，本論では制約条件が1個の場合のみ取り扱われる。
2）ただし，生産投入要素には生産物と同一の財はないものとする。
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〔問1)y一八韮)=0の下でz＝〃苑を最小化する条件を求めよ3)。
スを未定乗数としてラグランジュ形式を作れば，
(L1)L(ｽ,")==z+ｽ(y一八苑))
となる。ただし，”および〃は定数と見なされている。上式から1階の条件
として
(L2)L入==y一八x)=0,Lx=I"－ｽ心=0
がえられる。
いま，上式を満たす（ｽ,",y,")が少なくとも1組は存在するものとし
て，その1組をQ(ｽ,"0,yo,zI)0)と表わす。さらに
｜蛾:｜(L3)/(ｽ,")=
ただしL入入=62L/6入2,L入蒻=(62Z,/6ｽ6"),L麗人=(62L/6"j6ｽ）および
Z,ｴｪ=(62L/6"j8ガノ); /,/E"
と定め， ｜ﾉ(入0,苑0)1善0とする。このときスおよび苑は点Qの近傍において”
および』ﾉの陽関数として表わされる。
次に,Z,入=0より
(L4)L'入霧伽=f'ｪ伽=0
がえられることから,d2g==(")'Lx"伽が成立する([3],Ch.12)d他方で
(L､)@~:""'|:ll
を計算すれば，ノについては
｜綿(L3')ノ(ｽ,x)==一
であるから, (L4)を用いてd2Z,=d2zが証明される。
したがって， 2階の条件としてd2L>0,あるいは
3）この節では／は生産関数である必要はなく， 単に心>oを満たす関数であれぱよ
い。また，”およびpも正の定数としておけばよい。
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(L6)J(ｽ,苑）が正値定符号であること
が成立すればよい。
ところで我々は,i>0(このことは(L2)より明らか｡）のときは,[5)にお
ける命題(P5)によって，
(A5)Fが負値定符号
ならば(L6)が成立することを知っている。したがって，以下においては仮
定(A5)をつけ加える。
〔問2]y-八苑)=0の下でZ*=Z"'苑一"を最小化する条件を求めよ。
〃をラグランジュ未定乗数として
L*=z*+"(y-:/("))
とおけば， 1階の条件として
(L7)"=',z(ノー"心,y=久光）
がえられ， さらに上式からえられるdy=f'難伽を利用すれば
！;二講||;｜(L8)"Z,*=(〃伽'の）
＝－浬｡苑'凡加
となるから> (A5)および似>0の下で〃L*>0が成立することも保証され
る。
さらにここで(L2)と(L7)との関連について触れておこう。 (L2),
においては”およびyが,(L7)においてはz〃および，が，それぞれパラメ
ーター（この場合，任意の正定数）として取り扱われている。そこで(L2)に
おいてス(",y)=pとなるようなyを選ぶなら4),(L2)と(L7)とは同一の
連立方程式体系に帰着する。 このとき (L2)の解としての苑は(L7)の
解としての苑と同じ値になる。すなわち
4)(L2)の解入は"および〃の関数として表わされる。しかも後述の22)より6ｽ／
◆
ay>0だから，このような』ﾉはただ1つ決まる。
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(L9){"I(L2)}．{"|(L2)およびス(",y)=p}={"I(L7)}
という関係が成立している。
先の〔問1〕を生産関数の制約条件の下での費用最小化問題と解釈するとき
は, {"|(L2)}は「拡張径路」と呼ばれるものに他ならない。
4． 費用最小化
いま我々の当該企業は利潤最大を目的にしているものとする6すなわち，”
および’を与えられたものとして， (1)の制約条件の下でRを最大化するように
yおよび死を決定する。このことは，前節の(L9)によって2費用最小化行
動をとっていることをも意味する。したがって方程式(L2)が成立する。い
ま，その解をスーオ0，苑＝オとおけば，両者は共に”およびyの関数となるか
ら
(5)/0=jo(II),y),t=t(",y)
と表せる。
このオを(2)に代入することにより，最小費用Crは
(6)Cf="'ｵ(",y)+zz
として与えられる。
次にパラメーターの変化がC#に与える影響を調べよう。
まず(5)は(L2)の解であるから
㈹-"=|尭〕ただし；-|‘。
が成立する。ノは(L3')に示されているが，より厳密には
'8'y--|:"》鯛l
である。
ところで(8)の右辺における行列は
5
關西大學『經濟論集』第33巻第2号l34
IWl{:Zll:Z’ 1
となることから， （7)は
|WIMII::11｡〃II:"}d'-|Z｝ ｜"}d'-|ZI(7)′
が点tにおいて成立することを意味する。
上式を解くに当り，あらかじめ次のような準備をする。
|"':-$M(9)H=
とおき， りにおける(j+1)行．(j+1)列の要素の余因子を〃"(j,j=0,1,2…，
"）とする。さらに
際剛
(10<U=("FMjEjVi*堅 客’|Z"gl
とおく。このときH~'=I/'/〃であるから,(7)′を解いて
｜湖”|::'llZ1（11） 〃伽＝
がえられる。上式は次の2つの式に分けられる。すなわち
（1剛 〃(ｵ)drO(y,")=jO"00(2)の十"*o'(t)d"
(13"(f)"(y,z")="0*(t)dy+U(f)'"//0
が導かれる。なお，余因子の定義および行列Hの対称性により
(14)"00=<,"*0=ZZo*,U="
である。
これら⑫～(14より容易に次の諸式がえられる｡ただし,6t/6"=(M/伽j): /,
‘' {::鱒亘憲;熟齢
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jE"である。U=ぴであるから，旧の最後の式から
（10肋/伽ノ=6r//az"j=""/("/o)
がえられる。さらに, (A5)により〃""<Oが成立するから,
（11肋/伽i＝"〃/(〃ｵo)<0
である5)。
次いで我々は限界費用に関する諸式を導くつもりであるが，それに先立ち，
ここで次式を証明する。
（13”'"o*=/077,U"=0
〃を第1行（または列）で余因子展開すれば〃＝〃"0＊がえられるが，これと
(4)とにより，”'"0*＝/0〃"0*＝j0voまた，(4)より［ﾉi"＝ｵ0〔ﾉ通。ここで〃'j*＝
("§】〃j2,…伽"):/E"と表わせば,[/f=("'j*")であるが，これは〃にお
ける第1行の各要素を他の行の余因子により展開したものであるからゼロ（ベ
クトル）でなければならない。それゆえ〔ﾉ"=0。
〔限界費用について〕
すでに求められた(6)を基にして，限界費用に関してより詳しく分析してみよ
う。
(6)よりdC#=ｵ'dI"+"'伽がえられるが，ここへ(13における〃を代入すれ
ば， 、
"Cf=z"'"0*cIy+("t'+〃〃ｵ0)d"
が成立する。ここへ('3を代入すれば
(19dC'=rody+ｵ'du)
が導かれる。ここから直ちに
'06c'/ay=/0(y,z"),8c'/az"=t(j/,")
という周知の関係式が求められる。さらに, （141個および(20より
6t/ay=6/o/6"="*｡/",62C'/aya"=8ro/6"
であるから次式も成立する｡
5）これら(15)～伽の諸結果は〔8〕第4章に見られるものと同じ内容である。
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C1)62C'/ay6"=6jo/6ID=6t/a)ノ="o*/"
次に62Cf/ay2の符号について検討する。くキ0のときは〃/と＝－〃F-l/f
（〔5〕， （,1，式を見よ）が成立，かつ(A5)によりFは負値定符号，したがっ
てF-'も負値定符号であるから〃と>0である。他方,(15)および剛により62
C'/a)ﾉ2=6rO/ay=#0</〃であるから’
m62Cf/ajﾉ2=6/O/a)ﾉｰｵ0〈/">0が
えられるだろう6)｡
5． 利潤最大化
先に仮定されたように，我々の企業は利潤最大を目的としている。このこと
は（〃難一〃）を最小化することを意味するから， 〔問2〕を解くことに他なら
ず, (L7)がえられる。
そこで(L7)の解を苑=T,y=Tyとおけば（〃の解は(L7)より直ちに明
らかなので， しばらくはこれを記すのを省略する｡)，両者は共に，および”の関数
なので，
@3)T=T(p,"),Ty=Ty(',i")
と表わせる。
次に，パラメーターの変化がTに与える影響について調べよう。Tは(L
7）を満たすから"=fW)+'"T(IF-'|キO),したがって
""T(',")=F-'(dIU一心")
が成立する。他方, Zyを(1)に代入したときのyの値はTyであるから,T~y=
ノ(T(',")),したがって，
C5)("y=fZ'(T)dT
となり， ここへ剛を代入することにより，
""Ty=fk'F-'(4畑一心")
6)[6]P.67の側とは結論が異る。
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がえられる。
さらに側を(2)に代入することによりTyに対応する費用が求められるので，
これをCTで表わせば，
(2T)CT=zu'T(',")+α
である。したがって(2T),(L7)および剛より
"dCT(',")=(T'+f藤'F-')[加一〃F-'fz"
が成り立つ。旧6)を考慮すれば上の式は次のようにも表せる。
(27')dCT="Ty(P,")+T(',")'d"
以上のうち，剛，鯛，伽から次の剛～帥が導かれる。
剛加Tｿ6I"=F-',p6TW/ap=-F-'fx
剛加Ty/6"=F,-'fr,p6Ty/ap="/r
606CT/6"=T+F-'fz,6Cr/"="/<
ただし， 〃/と＝一典'F-'心である([5],(17')式による)。
．また， （27'）が示すようにCTの変化に関してはもう1つの表現の仕方があ
る。まずz〃を一定として少のみが変化する場合は，
61)6CT/6Tyl"は一定=(3Cr/ap)/(6T'/ap)='
である。次に，を一定として”が変化する場合は，
62)(8CT/6Ty)(6Ty/az")=6CT/6"=T+P6Ty/6z"
であるが，特に1つの要素価格2"jのみ変化して他は不変とすれば，
(32')6Cr/6Ty=,+7}/(6Ty/6z"j)
となる。
6． 代替の弾力性 ー
すでに述べたように， 苑’はパラメーターyおよび砂の関数として表現さ
れる。そこで,yを固定して”を変化させたとき，好の変化の方向および大
きさを求めようとするならば， 「代替の弾力性」という概念が考えられる。
今，第j生産要素と第ノ生産要素との間の代替の弾力性。jjを,(1)に従
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って定義するならば，
I33o〃＝〃苑助/("jヵﾉ〃）
となるから， これを行列形式になおせば，
則冗U="恥X
々だし"-"…,職j卜|識l
という関係が成立する。ここに(15)を適用すれば，
6516t/6"=XbXy("/0)
がえられる。
ところで剛より冗"|U|=〃"|XbXI=〃"|X|21olである。ここで">0,〃キO
かつ|X|=0は明らかである｡さらに(18)より|UI=0(任意の"(>0)に対し[/h"
=0となる必要十分条件はIUI=0)であるから,iol=0でなければならない。こ
れを(35)に適用することにより次式が成立する。
6016t/6"|=0
7． 生産効果と代替効果
これまでに分析してきた結果の要点を簡単にまとめよう。
いま生産物および生産要素の価格をそれぞれ'および砂としている。完全競
争の下で利潤極大をめざす企業は, T(p,")の生産要素を用いてTy(',")の
生産量を産出する。
次に，，あるいは”が変化したときは, Z',"およびCTは，それぞれ
(23,(29およびGO)にしたがって変化する。
この節においては，以上に要約した事柄をより詳細に再述する。そのための
準備として，あらかじめ，
MF-'fz=－"0*/<
68)"F-'=U－"0*"'0*/‘
を証明する。
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（証明）まず皿0*＝一(α〃F)心である([5],(16)式）が，α〃7=<F-Ⅱによ
り剛が成立する。また〔5〕の旧式はくU－ﾘ．αdjF="0*"'0＊を意味しており，
この変形により68)がえられる。(Q.E.D.)
さて，いま，および”の初期値をそれぞれ，0およびz"0として，企業は
利潤極大を達成しているものとすれば，要素投入量，生産量および費用はそれ
ぞれT(po,"0),Ty( 0,IUO)およびCT(Po,"0)である。ここで，
剛オ0(y,"0)=po
としてyについて解けば，その解がTy(,0,"o)になる。このとき同時に，
@0f(Ty(po,"0),"o)=T(,0,z"0)
が成立する。
これらの諸式を基にして,，または砂が変化したとき，それらがT,T~y,お
よびCTに与える効果について再び考えてみよう。
(pの変化]"を一定として，が変化した場合,(29によってTyの変化
量は決まる。また'8)および剛により，
M1)6T1/aj="0*/(")
である。また剛とM1)とから8Z1/6Ty=(6TW/ap)/(3Ty/ap)="0*/〃となるから，
これを(13と対比して，
(42)6TV/8Ty=6f/6Ty=IJo*/"
がえられる。さらに,C9)および剛により6Cr/6Ty=(6CT/")/(6Ty/ap)=少で
あるが，棚の下では(20から6C#/6Ty=力も成立するから，次式がえられる。
M36CT/67y=6C'/6Ty=p
〔“の変化〕 ′を一定として”が変化した場合のT,TyおよびCT'､
の影響はどうか。
Tyの変化量は,(29および師により
"6T'/az"=－"0*/(")
として示される。
次に， （23および鮒により，
11
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《5) 6ZW/6"=["(p")一"0*"'0*/('〃と）
が成立する。ところで我々は，初期時点において側が成立しているものとして
出発したから,05)によって6f/az"=["(p")がえられ，これは上式の右辺第1
項に等しい。側の導出過程において明らかなように， この値は，”が変化した
ときに最小費用を与える苑が（等産出量曲線上を）どれだけ変化するかを示す
係数（行列）である。 これは，通常「代替効果」と呼ばれる現象を示す。次い
で右辺第2項を見るならば，05)および側により，
@6) (6t/6Ty)(6T~y/6")'=－"0*"'0*/(pりく）
が成立する。したがってM5)は，
(45')6Z1/6IU=6t/a"+(6t/aTy)(6Ty/6z")′
と書きかえられるだろう。
上式の意味するところは，周知の2次元平面を用いて説明すれば，簡明であ
る。
Xj
l/=T
Xi
図における各点の座標は次のようになる。座標軸は2本しか示されていな
いが， これを〃次元座標に読みかえるものとする。
Ebo:W'0,"0)=f(Ty(,0,Z"o),"0)
12
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E,0:f(Ty(po,",),"0)
EO,:t(Ty(pO,"0)",)
E,,:T(po",)
ただし”,＝砂0＋〔畑
いま，説明の便宜上， ある特定の〃ノのみ変化して他のz"i(片j）は不変で
あ．るとしよう。 このとき， （45'）における右辺第1項は島0からEO,への動き
の大きさを，右辺第2項はEooからE,0への動きの大きさを，それぞれ表わ
す。 これらはそれぞれ「代替効果」と「生産効果｣7）と名づけられよう。そし
て,EooからE,,への変化量はこれら2つの効果の和として示される。それが
6TY/6"である。（なお厳密に言えば，図における各ベクトルの大きさは, @5)'の両辺に
右から6mをかけたものに等しい｡）
8． 結
??
技術的代替・補完に関するヒックスの定義は，我々の記号によって再述すれ
IJ,6Z1/6I"(生産要素間),6Ty/3ID(生産要素と生産物との間）の符号に依存する
ものである8)([4]p.321,(19.4)式，およびP.323)。
これに対して我々は次のように定義する。
〔生産要素間〕
肋/伽,＞0ならば，/且ノ
肋/8"′<0ならばjEノ
ただし,Sはj財とj財とが代替財であることを,Cは両者が補完財
であることを示す9)。
7)<productioneffect'([4]p.90 )
8）ヒツクス自身の定義は生産物間にも適用しうるものになっているが，我々の分析の枠
組ではこれを表現しえない。
9）この定義は0〃の符号と対応する。
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〔生産要素と生産物〕
もともと代替の弾力性の概念･は，生産量水準が一定という制約条件の下
で考えられたものであろう。そうして我々の定義は， このoと対応づけて考え
られたものである。その限りで言えば，生産要素と生産物との間では代替・補
完の定義は成立しえない。しかし，あえて定義づけようとすれば便宜的な方法
はある。
すなわち, (15),01),㈱および側によって，
6t/ay=("/")6TW/ap=-("/")6Ty/6I"
が成立するから,6t/ayの符号によってヒックスと類似の定義をすることであ
る。
上式において,〆/'7>0であるから,6勿助と6t/a)ノとは同符号である。
したがって
6/i/ajﾉ>0(6Ⅳ助>0)ならば,jEY
"/ajﾉ<0(6n/ap<O)ならば,j&Y
とするのが便宜的な定義である'0)。ただし,Yは生産物を示す。なお,Bear
(〔2〕）は，ノミYのときj財を「劣等要素」と名づけている。
最後に, at/6砂と6ZW/6砂との関係を(45')とは異る形で示しておこう。剛お
よび側により，
M7)U="(F-!－'G),ただし
M8)G=一と(F-'fz)(F-'fz)'/('")
であるが， ここへ(15)および28)を適用すれば，
(496fy6砂－6t/6z"=G
したがって@8)に示されたGが「生産効果」を表わす行列である。
10)ただし，この場合にも〆/">0という前提に基づいている。もしくり<O(Fが正値
定符号の場合）なら, (6/j/ajﾉ)(8Tj/ab)<0となり， ヒックスの定義と逆になる。
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9． 付 録一例解一
生産関数がy=jv,""26(",βは正定数。かつα＋β－1=7<0とする｡）で表わさ
れるとき,6f/6"および6卸6”を求めてみよう。
fk'=(""2"1)y/("1"2)
｜:重猟,且駕加",‘F=
|｡~伽篭(1-の難｜(〃，F－1＝
11：〃F,~'た＝
ぐ=一αβγ(y/"1"2)2
〃＝αβ(α+6)y3/(","2)2
1澱::,嚇謬lU=
元=("+")y
噸筑：IIT)"... pat/6"=
上の値をF-'から引くことにより,
｛鰯|パパ"州'(6T1/6"-62/6")=
がえられる。他方, M8)によってpGを計算すれば，それが上式の右辺に等しく
なることも確かめられる。
以上の代数的結果を図によって敷術する。
いま， 図においてz"』は一定であるとして,〃2が上昇した場合を考える。
",Jおよびmは，それぞれ次のようなベクトルである。
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I■■－1■■ーーーー
瓢
???????
0 糞1
（:ル-|::!:::l,"-|:::::1 1棚伽1k=
上のG〃はGにおける/行j列の要素を示す。先に計算した結果から,各
ベクトルが図のような方向で表わせることは明らかである。
特に我々は，
8/1/62"2="1"2"y(cz+6))>0
6T,/6z()2=","2/(伽ﾉ)<O
となることに注意したい。つまり，我々の定義によれば， この結果は2つの生
産要素は互いに代替的であることを示す｡しかし， ヒックスの基準によれば，
両者は補完的であると考えねばならない。 このように逆の結論が生まれるの
は， 「生産効果」による第1財の減少Gi2(=Jr｣苑〃剛(α+#))が「代替効果」
による同じ財の増加6/,/6Z"2を上まわるからに他ならない。
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